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Â ñòàòüå äîêàçàíû íîâûå ýêñïîíåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà äëß ìàêñè-
ìàëüíûõ ñóìì îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â
îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò íåðàâåíñòâà ÍàãàåâàÔóêà. Áîëüøèíñòâî èç äî-
êàçàííûõ íåðàâåíñòâ ßâëßþòñß íîâûìè äàæå äëß íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí.
New exponential inequalities for maximal sums of negatively associated
random variables are proved.
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1. Ââåäåíèå
Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îïðåäåëåíû
íà âåðîßòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ). Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îòðèöàòåëüíî
àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn íàçûâàþòñß îòðèöàòåëüíî
àññîöèèðîâàííûìè, åñëè äëß ëþáûõ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñß ïîäìíîæåñòâ
A = {i1, . . . , ik} è B = {j1, . . . , jm}, k +m ≤ n, ìíîæåñòâà {1, . . . , n} è äëß ëþáûõ
ïîêîîðäèíàòíî âîçðàñòàþùèõ èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé
f(xi1 , . . . , xik) è g(xj1 , . . . , xjm), x1, . . . , xn ∈ R = (−∞,∞} âûïîëíßåòñß íåðàâåí-
ñòâî
E
(
f(Xi1 , . . . , Xik)g(Xj1 , . . . , Xjm)
) ≤ Ef(Xi1 , . . . , Xik)Eg(Xj1 , . . . , Xjm).
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xn, n = 1, 2, . . . , íàçûâàþòñß îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàí-
íûìè, åñëè äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn îòðèöà-
òåëüíî àññîöèèðîâàíû.
Ïîíßòèå îòðèöàòåëüíî çàâèñèìûõ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îòðèöàòåëüíî àññîöè-
èðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âïåðâûå áûëî ââåäåíî â ñòàòüßõ [1] è [2]. Îïèñàíèå
îñíîâíûõ ñâîéñòâ îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî íàé-
òè â ýòèõ æå ñòàòüßõ, êíèãå [3], à òàêæå ðàáîòàõ ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ.
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Èäåß äîêàçàòåëüñòâà íàøèõ íåðàâåíñòâ çàèìñòâîâàíà èç ñòàòüè Ä.Õ. Ôóêà è
Ñ.Â. Íàãàåâà [4]. Ìû ïðèâëåêàåì íåêîòîðûå íîâûå èäåè, áëàãîäàðß êîòîðûì óäà-
åòñß â ðßäå ñëó÷àåâ äîêàçàòü áîëåå ñèëüíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà ïî
ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè íåðàâåíñòâàìè äëß íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Íåðàâåíñòâî (1) ßâëßåòñß àíàëîãîì íåðàâåíñòâà ÍàãàåâàÔóêà äëß íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íåðàâåíñòâà (2) è (5)  (10) ßâëßþòñß íîâûìè, à äëß íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îíè íåñêîëüêî óñèëèâàþò ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà
ÍàãàåâàÔóêà.
2. Îñíîâíûå óòâåðæäåíèß
Ïóñòü äàíû îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn.
Îáîçíà÷èì
Sk = X1 + · · ·+Xk, k = 1, . . . , n,
An,γ =
n∑
k=1
E|Xk|γ ,
Bn,γ =
n∑
k=1
E|Xk − EXk|γ ,
ãäå γ  ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò óòî÷íåíî â ôîðìóëè-
ðîâêàõ òåîðåì.
Òåîðåìà 1. Åñëè îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,
Xn îãðàíè÷åíû ÷èñëîì c > 0, òî
P{|Sn| > x} ≤ exp
{
x
c
− x
c
ln
(xcγ−1
An,γ
+ 1
)}
(1)
äëß ëþáûõ γ ∈ (0, 1] è x > 0,
P{|Sn −ESn| > x} ≤ 21 + (1 + xcγ−1/Bn,γ)−2x/c exp
{
x
2γ−1c
− x
2c
ln
(xcγ−1
Bn,γ
+ 1
)}
(2)
ëþáûõ x > 0 è γ ∈ [1, 2].
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (1). Îáîçíà÷èì X ′1, . . . , X ′n íåçàâèñè-
ìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû òàêèå, ÷òî äëß ëþáîãî k = 1, . . . , n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
Xk è X ′k îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Ïî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà ìû ïîëó÷èì
P{|Sn| > x} ≤ e−hxEeh|Sn|
äëß ëþáîãî h > 0. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèß eh|x|, x ∈ R, ßâëßåòñß âûïóêëîé. Ïî
òåîðåìåØàî (ñì. [5]) âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî Eeh|Sn| ≤ Eeh|S′n| è, ñëåäîâàòåëüíî,
P{|Sn| > x} ≤ e−hxEeh|S′n| ≤ e−hx
n∏
k=1
Eeh|X
′
k|. (3)
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì |S′n| ≤ |X ′1| + · · · + |X ′n| è ñâîéñòâîì
íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X ′1, . . . , X ′n. Äëß ëþáîãî γ ∈ (0, 1] ôóíêöèß
(ehx − 1)/xγ , 0 < x ≤ c, âîçðàñòàåò è, ñëåäîâàòåëüíî, (ehx − 1)/xγ ≤ (ehc − 1)/cγ .
Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xk è X ′k îäèíàêîâî ðàñïðåäåëå-
íû, ìû ïîëó÷èì
P{|Sn| > x} ≤
n∏
k=1
Eeh|X
′
k| =
n∏
k=1
Eeh|Xk|
=
n∏
k=1
E
(
1 + |Xk|−γ(eh|Xk| − 1)|Xk|γ
)
≤
n∏
k=1
(
1 + c−γ(ehc − 1)E|Xk|γ
)
= ec
−γ(ehc−1)An,γ .
Ïîëîæèì h = c−1 ln(xcγ−1/An,γ + 1). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (1).
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (2). Îáîçíà÷èì cosh(x) = (ex + e−x)/2, x ∈ R. Çàìåòèì,
÷òî äëß ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî cosh(|x|) = cosh(x) äëß
ëþáîãî x ∈ R. Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèß ïî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà ìû ïîëó÷èì
P{|Sn − ESn| > x} ≤ E cosh(h|Sn − ESn|)cosh(hx) =
E cosh(h(Sn −ESn))
cosh(hx)
äëß ëþáîãî h > 0. Ôóíêöèß cosh(hx), x ∈ R, âûïóêëà. Ïî òåîðåìå Øàî (ñì. [5])
âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî E cosh(h(Sn − ESn)) ≤ E cosh(h(S′n − ES′n)) è, ñëåäîâà-
òåëüíî,
P{|Sn − ESn| > x} ≤ E cosh(h(S
′
n − ES′n)
cosh(hx)
=
=
1
2 cosh(hx)
(
Eeh(S
′
n−ES′n) + Ee−h(S
′
n−ES′n)).
Òàê êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X ′1, . . . , X ′n íåçàâèñèìû, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
EehS
′
n =
n∏
k=1
EehX
′
k . Ñ ïîìîùüþ ëåãêî ïðîâåðßåìûõ íåðàâåíñòâ α ≤ eα−1è eα− 1−
α ≤ 2(coshα− 1) äëß α ∈ R ìû ïîëó÷èì
Eeh(S
′
n−ES′n) =
n∏
k=1
Eeh(X
′
k−EX′k) =
n∏
k=1
Eeh(Xk−EXk)
≤
n∏
k=1
exp
{
E(eh(Xk−EXk) − 1}
= exp
{ n∑
k=1
E(eh(Xk−EXk) − 1− h(Xk − EXk))
}
≤ exp{2 n∑
k=1
E(cosh(h(Xk − EXk))− 1)
}
.
(4)
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : R→ R, ïîëîæèâ f(α) = (coshα− 1)|α|−γ , åñëè α 6= 0,
è f(0) = 1/2, åñëè γ = 2, è f(0) = 0, åñëè 0 < γ < 2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ôóíêöèß f íåïðåðûâíà, ÷åòíà è âîçðàñòàåò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Çàìåòèì,
÷òî |Xk − EXk| ≤ 2c äëß âñåõ k = 1, . . . , n. Ñ ó÷åòîì ýòèõ çàìå÷àíèé ìû ïîëó÷èì
cosh(h(Xk − EXk))− 1
= (cosh(h(Xk − EXk))− 1)|h(Xk − EXk)|−γ |h(Xk − EXk)|γ
≤ (cosh(2hc)− 1)(2c)−γE|Xk − EXk|γ
è, ñëåäîâàòåëüíî,
Eeh(S
′
n−ES′n) ≤ exp{2(cosh(2hc)− 1)(2c)−γBn,γ}.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ïîõîæåå íåðàâåíñòâî
Ee−h(S
′
n−ES′n) ≤ exp{2(cosh(2hc)− 1)(2c)−γBn,γ}.
Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è èç (4) ñëåäóåò, ÷òî
P{|Sn − ESn| > x} ≤ 1cosh(hx) exp
{
2(cosh(2hc)− 1)(2c)−γBγ
}
=
2
1 + e−2hx
exp
{− hx+ 2(e2hc − 1)(2c)−γBγ}.
Ïîëîæèì h = (2c)−1 ln(xcγ−1/Bn,γ+1). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (2).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Íåðàâåíñòâà, ïîõîæèå íà íåðàâåíñòâà (1) è (2), ìîæíî äîêàçàòü è äëß ìàêñè-
ìàëüíûõ ñóìì.
Òåîðåìà 2. Åñëè îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . ,
Xn îãðàíè÷åíû ÷èñëîì c > 0, òî
P{ max
1≤k≤n
|Sk| > x} ≤ 2 exp
{
x
c
− x
c
ln
(xcγ−1
An,γ
+ 1
)}
(5)
äëß ëþáûõ γ ∈ (0, 1] è x > 0,
P{ max
1≤k≤n
|Sk − ESk| > x}
≤ 2
1 + (1 + xcγ−1/Bn,γ)−2x/c
exp
{
x
2γ−1c
− x
2c
ln
(xcγ−1
Bn,γ
+ 1
)} (6)
äëß ëþáûõ γ ∈ [1, 2] è x > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (5). Ìû âîñïîëüçóåìñß ëåãêî ïðîâåðß-
åìûì ñîîòíîøåíèåì
{
max
1≤k≤n
|Sk| > x
}
⊆ { n∑
k=1
X+k > x
}
∪
{ n∑
k=1
X−k > x
}
.
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Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà ìû ïîëó÷èì
P{ max
1≤k≤n
|Sk| > x} ≤ P{
n∑
k=1
X+k > x}+ P{
n∑
k=1
X−k > x}
≤ e−hxE exp{h
n∑
k=1
X+k }+ e−hxE exp{h
n∑
k=1
X−k }
äëß ëþáîãî h > 0. Ïî êðèòåðèþ Ëåìàíà (ñì. [6]) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X+k , k =
1, . . . , n, ðàâíî êàê è X−k , k = 1, . . . , n, îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàíû. Ñíîâà ïðè-
âëåêàß òåîðåìó 2.1 [5] è íåðàâåíñòâà X±k ≤ |Xk| äëß âñåõ k = 1, . . . , n ìû ïîëó÷èì
P{ max
1≤k≤n
|Sk| > x} ≤ 2e−hx
n∏
k=1
Eeh|Xk|.
Ýòî íåðàâåíñòâî ïîõîæå íà íåðàâåíñòâî (3). Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî
eh|Xk| = Eeh|X
′
k| äëß âñåõ k = 1, . . . , n. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü êàê ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå íåðàâåíñòâà (1). Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó (5).
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (6). Ïî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà ìû ïîëó÷èì
P{ max
1≤k≤n
|Sk − ESk| > x} ≤ E cosh(hmax1≤k≤n |Sk − ESk|)cosh(hx)
äëß ëþáîãî h > 0. Ïî òåîðåìå 2 âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî
E( max
1≤k≤n
|Sk − ESk|r) ≤ 2E|S′n − ESn|r
äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r. Â ñèëó ýòîé îöåíêè ìû ïîëó÷èì
E cosh(h max
1≤k≤n
|Sk − ESk|) = 1 +
∞∑
r=1
Emax1≤k≤n |hS¯k − ESk|2r
(2r)!
≤ 1 + 2
∞∑
r=1
E|hS′n − ES′n|2r
(2r)!
≤ 2E cosh(h|S′n − ES′n|) = 2E cosh(h(S′n − ES′n)),
è, ñëåäîâàòåëüíî,
P{ max
1≤k≤n
|Sk − ESk| > x} ≤ 2E cosh(h(S
′
n − ES′n))
cosh(hx)
.
Ýòî íåðàâåíñòâî îòëè÷àåòñß òîëüêî ìíîæèòåëåì 2 îò íåðàâåíñòâà (4). Äàëåå ìîæ-
íî ðàññóæäàòü êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (2). Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèäåì
ê íåðàâåíñòâó (6). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü äàíû îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn è
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ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà c > 0 è γ > 0. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèß
Yk = −cI(−∞,c)(Xk) +XkI[−c,c](Xk) + cI(c,∞)(Xk), k = 1, . . . , n,
A′n,γ =
n∑
k=1
E|Yk|γ ,
B′n,γ =
n∑
k=1
E|Yk − EYkI|γ .
Òåîðåìà 3. Ïóñòü äàíû îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
X1, . . . , Xn. Äëß ëþáûõ x > 0 è c > 0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà
P{|Sn| > x} ≤ P{ max
1≤k≤n
|Xk| > c}+ exp
{
x
c
− x
c
ln
(xcγ−1
A′n,γ
+ 1
)}
(7)
äëß γ ∈ (0, 1],
P{|Sn − ETn| > x} ≤ P{ max
1≤k≤n
|Xk| > c}
+
2
1 + (1 + xcγ−1/B′n,γ)−2x/c
exp
{
x
2γ−1c
− x
2c
ln
(xcγ−1
B′n,γ
+ 1
)} (8)
äëß γ ∈ [1, 2],
P{ max
1≤k≤n
|Sk| > x} ≤ P{ max
1≤k≤n
|Xk| > c} ≤ 2 exp
{
x
c
− x
c
ln
(xcγ−1
An,γ
+ 1
)}
(9)
äëß γ ∈ (0, 1],
P{ max
1≤k≤n
|Sk − ETk| > x} ≤ P{ max
1≤k≤n
|Xk| > c}
≤ 2
1 + (1 + xcγ−1/Bn,γ)−2x/c
exp
{
x
2γ−1c
− x
2c
ln
(xcγ−1
Bn,γ
+ 1
)} (10)
äëß γ ∈ [1, 2].
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âñåõ íåðàâåíñòâ îñóùåñòâëßåòñß ïî îäíîé
ñõåìå. Îáîçíà÷èì Tn = Y1 + · · · + Yk, Ak = {Xk = Yk}, k = 1, . . . , n. Âîñïîëüçó-
åìñß ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèßìè
{|Sn| > x} = ({|Sn| > x} ∩ ∩nk=1Ack) ∪ ({|Sn| > x} ∩ ∪nk=1Ack)
⊆ {|Tn| > x} ∩ { max
1≤k≤n
|Xk| > c}.
Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
P{|Sn| > x} ≤ P{ max
1≤k≤n
|Xk| > c}+ P{|Tn| > x}.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
P{|Sn − ETn| > x} ≤ P{ max
1≤k≤n
|Xk| > c}+ P{|Tn − ETn| > x}.
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Çàìåòèì, ÷òî ñóììà Tn ñîñòîèò èç îòðèöàòåëüíî àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, îãðàíè÷åííûõ ÷èñëîì c. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è èç íåðàâåíñòâ (1) è (2) ñëå-
äóþò íåðàâåíñòâà (7) è (8). Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî
{ max
1≤k≤n
|Sk| > x} ⊆ { max
1≤k≤n
|Tk| > x} ∩ { max
1≤k≤n
|Xk| > c},
{ max
1≤k≤n
|Sk − ETk| > x} ⊆ { max
1≤k≤n
|Tk − ETk| > x} ∩ { max
1≤k≤n
|Xk| > c}.
Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è èç íåðàâåíñòâ (5) è (6) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà (9) è (10).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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